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Exercice 1

Soit X une variable aléatoire réelle discréte. On dispose d’un échantillon de n observations z; de la variable
aléatoire X. On suppose que ces observations sont indépendantes. X suit une loi Géométrique de paramétre p :

Vk e N—{0}: P(X = k) =p(1 —p)*!

Si X suit une loi Géométrique de paramétre p, alors E(X) = % et V(X) = 1})_2” .

Question 1

Rappelez en quoi consiste l'estimation par la méthode des moments.

Question 2

Estimez le paramétre p par la méthode des moments.

Question 3

Quel type de phénoméne pourriez-vous modéliser par une loi Géométrique 7 Expliquez.

Question 4

Donnez la fonction de vraisemblance de I’échantillon {x1;xo;...;x,}, faites en clairement apparaitre les para-
métres.

Question 5

Donnez la fonction de log-vraisemblance de cet échantillon.

Question 6

Estimez p par la méthode du maximum de vraisemblance. Vous appelerez p 'estimateur obtenu.

Question 7

Montrez que p est un estimateur sans bias de p.

Exercice 2

Soit la fonction de production Cobb-Douglas suivante, écrite sous forme logarithmique :

y=a+ak+ gl (1)
Dans ’équation (1), y représente le logarithme de la quantité de biens produite, a est un réel, k le logarithme
du capital (nombre de machines) et [ le logarithme du travail (nombre d’ouvriers).



Question 1

Donnez le modéle économétrique qui vous permettrait d’estimer les paramétres a, « et 8 par la méthodes des
moindres carrés. Définissez rigoureusement vos notations et expliquez les différences entre le modéle économique et
le modéle économétrique.

Question 2

On suppose que 'estimation du modéle économétrique nous a permis d’obtenir 'expression suivante, ot a, & et
B sont les estimateurs de a, o et G : X
y=a+ak+ gl (2)
_ dX

En vous rappelant que d [log(X)] = %, écrivez la différentielle totale de I’équation (2).

Question 3

Donnez l'interprétation économique de & ou § (au choix).

Exercice 3

Soit une variable aléatoire réelle continue X qui suit une loi Normale d’espérance m et de variance o%. On
dispose d’un échantillon de n observations x; de la variable aléatoire X. On suppose que ces observations sont
indépendantes. La fonction de log-vraisemblance de ’échantillon est :

In [L(m; 0% 21205 .5 20)] = —%ln(?ﬂ') — %ln(az) -—

Question 1

Estimez la variance o2 par la méthode du maximum de vraisemblance. Vous appelerez 02 Iestimateur obtenu.

Question 2

De quel paramétre inconnu dépend 02?7

Question 3

02 est un estimateur biaisé de o2, comment pouvez-vous le transformer pour obtenir un estimateur non biaisé
de la variance?

Question 4

1 n

L’estimateur 7 de m par la méthode du maximum de vraisemblance est 7 = = > .", x;. Quelle est la loi suivie

par ’estimateur m ?

Question 5

Rappelez la définition d’un estimateur convergent. Montrez que 'estimateur m est convergent.

Question 6

Construisez analytiquement un intervalle de confiance & 90% pour la vraie valeur de m. Définissez clairement
vos notations.

Question 7

On dispose d’une réalisation de I’échantillon telle que m = 1000 et \/%2 = 100. On sait par ailleurs que pour

une loi Normale centrée-réduite de fonction de répartition F(.) : F(u) = 0,95 <= u = 1,64. Donnez I’expression
numeérique de I'intervalle de confiance & 90% pour la vraie valeur de m.



