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Exercice 1

Question 1 - Loi marginale de X

X peut prendre 8 valeurs différentes :

PX=k)= exp(—?))% pour k =0,1,2,3,4,5,6

PX=k)=1 —Z?FOP(X =h)pour k=17

& [o |1 [2[3[4][5]6]7]
[ P(X=k)[005]0,15]0,22]0,22 0,17 [ 0,10 [ 0,05 [ 0,04 |
E(X)=Y]_ k+P(X =k)=3,01~3

Question 2 - Covariance du couple
cov(X;Y) = E(XY)— E(X)E(Y) = 1,51 — 0,6 % 3,01 = —0, 296

Question 3 - Loi marginale de Y

Y suit une loi de Bernouilli. On sait que si Y suit une loi de Bernouilli de paramétre p, alors E(Y) = p.
Or, on sait que E(Y) = 0,6. Le paramétre de la loi de Bernouilli suivie par Y est donc p = 0, 6.
VY)=p+x(1—p)=0,6%0,4=0,24

Question 4 - Distributions conditionnelles de Y sachant X

P(X :xiﬂY = yj) = P(Y =Yy | X = (EZ) *P(X :.T,L),VZ :071,2,3,4,576,7,Vj = 0,1

Le tableau suivant rassemble les distributions conditionnelles de Y sachant X = z; :

[PV =yi| X=2) [2;=0]xi=1]a;=2] ;=3[ =4[ x;=5]a;=6]a;,=7
y; =0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
¥ =1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2

Exercice 2

Question 1 - Inégalité de Bienaymé-Tchebytchev
e >0, P( X — B(X) |2 2) < V0

Question 2 - Application
On cherche n tel que P (| 2= —p |< 0,01) > 0, 95.

X, suit une loi binomiale de parameétres n et p, donc E(X,) =np et V(X,,) = np(1 —p)

On peut donc en déduire F(+X,,) =p

Par ailleurs, V(£ X,,) = 5 V(X,) = 25np(1 —p) = p(1 —p)

Ecrivons 'inégalité de Bienaymé-Tchebytchev pour la variable aléatoire %Xn en posant € = 0,001 :

P(|$X, —p[>0,01) < 2o = P (| 1X, — p|>0,01) < 200020n)

Nous allons maintenant majorer le membre de droite :




p(l=p)=—p* +p=—(p* =p) = —[p* =23 + (5)* — 4] =[P —3)* ~ I =~ —3)* +3
Comme (p — ) > 0, on peut écrire p(1 —p) < 1

D’ou 10000*p(1—p) < 2500

Il vient alors :

P(iX,—p|>0,01) <20 1P (| X2 —p|<0,01) < 50

< P(| 22 —p|<0,01) > 1 20

Pour avoir P (| £= —p |< 0,01) > 0,95 il suffit d’avoir 1 — 2220 > 0,95 <= n > 50000

Exercice 3

Question 1 - Estimateur sans biais

Un estimateur 6 de 0 est sans biais si E(0) = 0

Question 2 - Estimateur sans biais de la variance

Transformons tout d’abord Iécriture de 52 . B

Szznil Z?:1(Xi_X)2_:ﬁZ?:1(Xi_X)2 71 Zz (X —m+m— X) ~

= i1 L (X =m) = (X —m)]? = n11 S [(Xi =m)? + (X —m)® = 2(X; —m)(X —m)]
=t [% Z?:1(X m)? 4 + Zz (X m)? — 2(X m)rlz Z?:1(Xi - m)]

= 2 [ (X = m) o (X —m)? = 2(X = m)?] = 2 [, Eem (X - m?]
Passons maintenant & ’espérance : B
B(S%) = 27 [F BT (X —m)?] = BUX —m)?]] = 325 [ 20, Bl(Xi —m)?] = V(X)]

- _n_ {V(Xi) _ aﬁ} = _n [02 _ tﬁ} - _n_ [(n—l)<7 } — 2

n—1 n n— n n—1 n

52 est donc un estimateur sans biais de la variance.

Exercice 4

Soit la fonction f définie sur R par f(z) = % siz>1, f(z) =0 sinon.

Question 1 - Densité
On veut f x)dr =1
f_oo x)dx —f flz f:c+f1+oo x)dx = f+°° £ dx

_[ 25} NO+2
Donck—2

Question 2 - Fonction de répartition

Siz <1, F(x) =0
Siz>1, F(z)= [ flt)dt=[-%]]=1-%



