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Exercice 1 - Investissement et ¢ de Tobin

Soit une entreprise dont ’horizon temporel est infini. Le prix du bien produit et celui du bien capital sont
supposés égaux a 1'unité. A chaque date ¢, I'entreprise produit et vend une quantité Y; a ’aide de la fonction
de production Y; = A; K, ou K; est le stock de capital et A; la productivité du capital. En fin de période,
Pentreprise investit I; pour accroitre son stock de capital selon la relation K11 = K;+1; (il n’y a donc pas de
dépréciation du capital). L’entreprise dispose d’un stock de capital initial Ky et a accés & un marché financier
parfait sur lequel les fonds s’échangent au taux d’intérét réel constant r. La mise en place de 'investissement,
I; entraine un cott d’ajustement C (I;; K;), avec C (0; K;) = 0, 9C (0; K;) /01 = 0, 0°C (I;; K¢) /0*1 > 0,
oC (L&;Kt) /8K S 0 et C(—It;Kt) =C (It;Kt).

Question 1

Interprétez la forme de la fonction de cotut d’ajustement du capital.

Pour un stock de capital K; fixé, le coit d’ajustement est une fonction convexe de l'investissement, nul en
lorsque Uinvestissement est nul et positif pour tout Iy # 0 : toul ajustement du stock de capital est cotiteuz, que
ce soit une augmentation ou une diminution. Enfin, (dés)investir une quantité I, est moins cotteuz lorsque
le stock de capital en place est déja important : ¢’est la taille relative de linvestissement (par rapport a celle
de Ventreprise) qui compte.

Question 2

Ecrivez le programme de la firme.

Le programme de l'entreprise s’écrit :

+oo
1
MATL KV >1,{1;}t>0 Z PP {Ath — I — C (Iy; Kt)};
— (1+7)

SC Kt+1 = Kt + It, Vit 2 0.
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Question 3 1 point

Ecrivez le Lagrangien associé a ce probléme d’optimisation. Déterminez les conditions du premier ordre.

Le Lagrangien associ€ a ce probleme s’écrit :
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Question 4 o

Montrez que le multiplicateur de Lagrange associé a la loi d’accumulation du capital peut s’écrire :

+oo
_ 1 OC (Ii1s; Kits)
0= A

On appelle cette expression le ¢ de Tobin. Commentez cette expression.

En reprenant la premiére condition du premier ordre en en développant vers le futur, il vient :
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En raisonnant de proche en proche, on montre facilement que :
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q: est la valeur actualisée que rapporte une unité d’investissement en t. Cette valeur se décompose en
deuz termes & chaque date t + s : Aiys est la productivité marginale du capital, —0C (Ii1s; Kiys) JOK > 0
est la réduction du codt d’ajustement lorsque Uentreprise est plus grosse (car Uajustement futur est plus petit
relativement a la taille de Uentreprise).

Question 5

Déterminez le lien entre l'investissement et le ¢ de Tobin.

Reprenons la seconde condition du premier ordre :

=q; — 1.
oI qt

Le terme de gauche est le coit marginal du capital. Supposons que g > 1, c’est 4 dire ¢¢ —1 > 0. Cela
implique qu’a Voptimum Uexpression OC (Iy; Ky) /01 doit étre positive. L’investissement doit donc étre positif.
De méme, si g < 0, Uinvestissement doit étre négatif, on doit dé-investir. Par ailleurs, compte tenu de
Uexpression de q; que nous venons de commenter, il est clair que c’est la valeur actualisée des rendements
futurs du capital qui détermine l'investissement courant.

Question 6

On suppose maintenant que le coit d’ajustement s’écrit :
I
CuKy)=Kip| — |,
avec ¢ (0) =0, ¢' (0) =0 et ¢” > 0. On en déduit facilement :

oC (It7Kt) o It It ’ It .
—K = o X, E(b i, < 0 car la fonction ¢ (.) est convexe.

On se place donc dans le cas ou les rendements d’échelle sont constants (la production est proportionnelle au
stock de capital K) et les “cotts d’échelle” aussi (cott d’ajustement proportionnel & K;).
Montrez que la solution du programme de maximisation de est proportionelle & K.

Compte tenu de ce qui précéde, on sait que la solution optimale vérifie :

aC (It,Kt) h 1 aC (It+s;Kt+s)
= e _ > 0.
oI ! Z;a+wf‘&“ K » 120

En utilisant Uexpression de C (Iy; Ky) donnée ici, il vient :

I R | Iiys Iiys Iy
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s=1

La solution doit également vérifier la relation Ky = Ky + Iy pourt > 0.

Supposons que la quantité Ko soit multipliée par un constante. On wvoit alors aisément que les deux
conditions seront vérifiées pour tout t > 0 si tous les Iy, t > 0 et tous les Ky, t > 1 sont multipliés par la
méme constante.
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Question 7

Calculez la valeur Vj de I'entreprise au début de la période 0 et montrez qu’elle est proportionnelle & K.

La valeur de Uentreprise au début de la période 0 est donnée par la valeur actualisée de l'ensemble des
profits futurs qu’elle va engendrer :

X1 I,
Vo= — AK -1, - K — .
’ ;(Hr)t[ e ”b(Kt)]
Supposons que l’ensemble des I et K; sont multipliés par une constante 6. On a alors :
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Si tout les I; et Ky sont multipliés par une constante 6, la valeur de entreprise l'est aussi. On peut donc en
déduire, d’aprés la question précédente, que la la valeur de ’entreprise est proportionnelle a K.

Question 8

Le multiplicateur de Lagrange mesure de combien la fonction objectif augmente lorsque la contrainte qui
lui est associée est relachée d’une unité. Le ¢ de Tobin est donc égal au rendement marginal du capital, en
particulier, pour ¢t = 0, on a go = 0Vy/0Ky. En déduire que :

ou V; est la valeur de la firme au début de la période t.

q: est la valeur marginale du capital. Or, V;/K; est la valeur moyenne du capital. On a donc montré que
dans le cas ot les rendements d’échelle sont constants et les “cotits d’échelle” aussi. la valeur marginale et la
valeur moyenne du capital sont égales.

La question précédente nous permet d’écrire Vo = 0Ky, avec § une constante. On en déduit 0Vy = 60K
et donc :

Vo W
Ky 0Ky’
Or, qo = 9V /0Ky, on peut donc écrire :
_ Y
do Ko
Ce raisonnement peut étre fait pour n’importe quelle date en décalant Uorigine des temps. On en déduit donc :
_Y
q. = K,
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Exercice 2 - Modéle & générations imbriquées

On g’intéresse & une économie dans laquelle chaque agent vit deux périodes. Lorsqu’il est jeune, un agent
né en t recoit un salaire réel w;, consomme une quantité c; et dégage une épargne s; qui sera rémunérée au
taux d’intérét réel r:1q lors de la période suivante. Lorsqu’il est vieux, ’agent ne travaille pas et consomme
di4+1. Son utilité intertemporelle est représentée par la fonction suivante :

U=u(c) 4+ Pu(diyr), avec0< f <1,

ot u' > 0 et u” < 0. Le nombre d’individus qui naissent a la date ¢ est NV;. Le taux de croissance de la
population est n.

On suppose que le secteur productif est en situation de concurrence parfaite et utilise une fonction de
production & rendements d’échelle constants Y; = F' (Ny; K}), croissante et concave en Ny et K. Il n’y a pas
de dépréciation du capital.

uestion 1 1 point
p

Ecrire la contrainte budgétaire intertemporelle d'un agent né en ¢. Donnez le programme d’optimisation
d’un agent né en t. Résolvez-le et déduisez-en I'expression suivante :

u'(cr) = B(1+ 7)) v (diya) -

La contrainte budgétaire de l'agent en premiére période est :
Ct + S¢ = wy.

En période dgée, on a :
st (14 1e41) = diya.

On peut donc en déduire la contrainte budgétaire intertemporelle :

d
Ct+L1:
14741

Le programme de ’agent est de choisir ¢y et diy1 afin de mazimiser U sous la contrainte budgétaire inter-
temporelle. Le Lagrangien associé a ce probléeme est :

dyt1
L=ul(c u (d — A+ ———— —wy .
(ct) + Bu(diy1) {t+1+7"t+1 ¢
Les deux conditions du premier ordre par rapport 4 c; et dyy1 s’écrivent :

1

! =\ et "(d =A—"
Wle) =X et ul (i) = A —

En faisant disparaitre A\, on obtient immédiatement l’équation d’Euler :

u' () = B+ 1) uw (degy) -

Question 2 0,5 point

Ré-écrivez Iexpression précédente a Paide de s;. Par la suite, on notera s (w;r¢41) la solution de cette
équation.

En utilisant les contraintes budgétaires en période de jeunesse et de vieillesse, on peut réécrire l’équation
d’Euler de la facon suivante :

u' (wy —st) = B (L4 repr) w (1+7641) 50) -




Question 3 1,5 point

Supposons que la fonction u (.) est de la forme :

u(c) = avec o >0,0#1,

ol o est lélasticité de substitution intertemporelle. Déterminez s (wy;rey1) et discutez de Veffet du taux
d’intérét sur ’épargne.

On obtient :

(1 7ee0) (L4 7es1) s0) 7
T (L4 rep1)” T (L4 7e41) s¢
(Lt re1) s

= w; = [B T (1 +rep1) 7+ 1} S

(wy — 5¢)77 =P
<~ (wt — St) :,87
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< (wt —St) =

Wt

7
o) = {5_” (1 +re1) 7+ 1} .

Si Uon dérive cette expression par rapport @ riy1, il vient :

Os (w;rep1) w7 (1—0)(14rq)7
= -~
Oria {5_” (1+re1) 7+ 1}

Le signe de cette expression dépend du signe de 1 — o.

Le taux d’intérét a deux effets opposés sur l’épargne. Lorsqu’il augmente, cela réduit le priz du bien a
la période t + 1 relativement au prixz du bien a la période t, ce qui améne lagent & davantage consommer
en seconde période, c’est a-dire 4 accroitre son épargne (effet substitution). Cela réduit également le priz du
bien 4 la période t + 1 en termes absolus, tandis que le priz du bien & lo période t est inchangé, donc 'agent
est plus riche ('agent est ici emprunteur net) et veut davantage consommer & chaque période, ce qui tend @
réduire 'épargne (effet revenu,).

Lorsque les agents ont une forte préférence pour lisser leur consommation au cours du temps (faible
élasticité de substitution intertemporelle, o < 1), leffet revenu domine et une augmentation du tauz d’intérét
réduit I'épargne. A Uinverse, si Uélasticité de substitution intertemporelle est forte, o > 1, Ueffet substitution
domine et une augmentation du tauz d’intérét augmente [’épargne.

Question 4 1 point

Ecrire le programme de l’entreprise représentative. En déduire 7; et w; en fonction du stock de capital
par téte ky = Ki/L:. On notera ces valeurs r (k) et w (k). On définira par ailleurs la fonction f(.) de la
facon suivante : f (k) = F (1; k).

L’objectif de l'entreprise est de choisir Ky et Ly afin de mazimiser son profit :
™= F (Lt, Kt) — ’lUtLt — ’I"th.

Le profit par léte peut s’écrire :

™
— = f (k) —wp — riky.
I, I (k) t — Teky

L’entreprise choisit alors k. La condition du premier ordre correspondante est alors :
re = f' (k) =7 (k).
Comme le profit est nul a 'équilibre concurrentiel, on en déduit :

wt:f(k‘t)—f/(kt)ktEw(kt)-




Question 5

A T’équilibre sur le marché du capital pour la période t, I’épargne des ménages, NS¢, est égale a la demande
de capital des entreprises, K;;. Montrez que la loi d’évolution du stock de capital par téte peut s’écrire :

(L4 n) ki1 = s[w (ke) 57 (keyr)] -

L’équilibre du marché du capital s’écrit :

Ki1 = Nysq
<~ Kt+1 = NtS (wt, Tt+1)
Kiq Ny
— = s (wer
Ney1i Nip (we;Tes)
1
& ki1 = g8 [w (k) sr (ki)

= (L4 n) ki1 = s[w (ke) ;7 (kega)] -

Question 6

Quelle relation le capital par téte & I’état stationnaire,k*, doit-il vérifier 7

Le capital par téte o l'état stationnaire, k™, doit vérifier la relation suivante :

(1+n) k" =s[w (k) ;r (k).

Question 7

Supposons que la fonction u (.) est de la forme :
u(c)=1In(c) (casouo=1),
et que la fonction de production est
F(K4;Ny) = KANFY avec 0 < a < 1.

Déterminez k*.

En reprenant l’équation d’Euler écrite & l'aide de Uépargne, il vient :

B+ repr)u (T4 reg1)se).

1

= 1 —|— r -
W — St bl e+1) (1 +7eq1) s
— v

§g =————.
ST g
La fonction de production par téte s’écrit :
f (k) = K.

On peut en déduire :
(k) = akd™,

et
w(ky) = ki —ak =k (1 —a).

1 point
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Le capital par téte a l’état stationnaire, k™, doit vérifier la relation suivante :

(k)" (1-a)
1+ 571
11—«
I+5 )1 +n)

1+n)k* =

= (k)" =

1

‘:’k*{(wﬁl—l—)?wn)}m'




Exercice 3 - Retraite par capitalisation obligatoire

On g’intéresse a4 une économie dans laquelle les agents vivent deux périodes (modéle & générations imbri-
quées). Le nombre d’individus né a la date ¢ est N;. En période de jeunesse, les agents pergoivent un revenu
wy, consomment une quantité c; et épargnent un montant e; déterminé librement. En période de vieillesse,
les individus consomment dy41 et pergoivent le fruit de leur épargne. Il existe une retraite par capitalisation
obligatoire financée de la facon suivante : lorsqu’ils sont jeunes les individus sont taxés sur leur revenu w; au
taux 7, I’état place ce montant sur un marché financier au taux r supposé constant et leur reverse la somme
initiale augmentée des intéréts lorsque les agents sont vieux. L’utilité intertemporelle d’un agent né a la date
t est représentée par la fonction suivante :

U=1In(e)+

1
In(d .
1+p”(t+1)

Question 1

Déterminez la consommation optimale d’un ménage jeune en fonction de w;. En déduire ’épargne privée
optimale.

La contrainte budgétaire d’un ménage jeune est :
e +er=(1—71)w.

Celle d’un ménage Ggé est :
dt+1 = (1 -+ T) (615 + th) .

On en déduit la contrainte budgétaire intertemporelle :

diy1
ct + T4r = W¢.

Le Lagrangien correspondant au programme d’un agent né en t est :

d
[,:ln(ct)+ ln(dHl)—)\{ct—i— t+l —wt}.

14+p 147

Les conditions du premier ordre par rapport & c; et dyy1 donnent :

1 1 1 1

e = .
Ct 1+pdt+1 1+r

On en déduit immédiatement :
1+7r

—Ct.
1+pt

En réutilisant la contrainte budgétaire intertemporelle, il vient :

dt+1 =

diy1
e+ 1+7r -

1
A _— =
ct+1+pct Wy

1+p

< Ct = 2+pw

t-

L’épargne privée est donc :

1 point



Question 2 1 point

Donnez l'expression de Dy, le montant placé sur le marché {inancier a la date ¢ (la demande de titres).

Le montant placé se compose de l’épargne privée de chaque individu et de l’épargne forcée :

+p
=N, (17— "F
(1w
1
:Nt<1——’—p) t
2+4p
1
=N, Wt.
t2+p t
uestion 3 1 point
Q p

Donnez l'expression de Oy, la quantité de titres retirés du marché financier a la date ¢t (I'offre de titres).

Les titres retirés a la date t sont ceux qui ont été placés a la date t — 1 :

O =D

1
=Ni_1——w_q.
t12+pwt1

uestion 4 1 point
p

Expliquez pourquoi la condition d’équilibre sur le marché des titres s’écrit :

(1+T)Ot = Dt.

Les titres retirés doivent avoir été rémunéré au taux d’intérél r qui égalise offre et demande de titres. Une
autre facon de lire cette égalité est que le demande de titre doit étre suffisamment importante que pour les
porteurs de titres soient rémunérés au taux r.

uestion 5 1 point
p

En supposant que le taux de croissance de la population est constant et égal & n et que le taux de croissance
de la productivité du travail est également constant et égal & g, déterminez le taux d’intérét d’équilibre.

En utilisant les expressions précédentes, il vient

(1+T)Ot:Dt
1
<— (1+7r)N;_ wi—1 = N, w
( ) Ny 15 P t—1 t2+p t
Ny wy
<~ (1+7r) = - .
( ) Ni_1 wi—q

Or, comme wy = (1 + g)wi—1 et Ny = (1 4+n) Ny—_1, on obtient :

(1+7r)=0+n)(1+g).

10



Question 6 1 point

Commentez.

On s’apercoit que si l'on prend en compte l'équilibre sur le marché financier, alors le tauz d’intérét est
égal au taux de croissance de la population multiplié par le tauz de croissance de la productivité du travail.
Or, (14+n) (1 + g) est le rendement théorique d’un systéme de retraite par répartition. Dés lors, ce résultat
montre que, la retraite par capitalisation n’est pas plus avantageuse que la retraite pas répartition st l'on tient
compte des effets d’équilibre général.
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